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Prof. Dr. Peter Gallin

Die Praxis des Dialogischen Mathematikunterrichts
in der Grundschule

1 Einleitung

Der Dialogische Unterricht in allen Schulfachern zeichnet sich durch das Gleichgewicht
zwischen Angebot und Nutzung aus. Das bedeutet, dass er nur im Zusammenhang
mit konkreten und selbstverantworteten Arbeiten der Schillerinnen und Schiiler — den
Belegen ihrer Nutzung — realisiert und beurteilt werden kann. Um diese Nutzung klar
ins Zentrum zu stellen, soll in dieser Handreichung zuerst eine kurze Ubersicht tiber das
Dialogische Lernen und seine wichtigsten Stationen gegeben werden. Erst in einem
zweiten Schritt sollen die Angebote, also curriculare Fragen der Grundschule, disku-
tiert werden. Es werden dabei einige Akzente aus pddagogisch-didaktischen Griinden
so gesetzt, dass sie altbekannte Themen vielleicht neu beleuchten. Zu diesem Zweck
werden zu zentralen Themen des Mathematikunterrichts mogliche Kernideen ange-
sprochen, welche neben dem fachlichen immer auch einen menschbezogenen Aspekt
mit einschlieRen.

Betrachtet man moderne Unterrichtshilfen und Lehrbiicher, entsteht der Eindruck,
dass sehr viele verschiedene Themen im Bereich der Grundschulmathematik behandelt
werden mussten. Dieser Eindruck wird vor allem durch die vielféltigen didaktischen
Aufbereitungen gestltzt, welche die Autoren dieser Lehrmittel erfunden haben, um
die Mathematik fiir die Kinder attraktiv zu machen. Dahinter steckt die Uberzeugung,
dass die Mathematik vor allem durch einen konsequenten Alltagsbezug sinnvoll ge-
macht werden kann'. Neuere Forschungen im Bereich der Mathematikdidaktik haben
aber gezeigt, dass der Bezug zur realen Lebenswelt der Kinder keineswegs notwendig
ist, um die Motivation und das Interesse der Kinder zu wecken. Ein einziger Beleg soll
hier gentigen. Zur Dissertation von Anna Susanne Steinweg mit dem Titel , Zur Ent-
wicklung des Zahlenmusterverstandnisses bei Kindern: Epistemologisch-pddagogische
Grundlegung" (Universitdt Dortmund, 2000) lesen wir im Verzeichnis Mapedia der
Gesellschaft fuir Didaktik der Mathematik folgenden Text:

Als Hauptergebnis ist festzuhalten, dass (ber die Hélfte der beteiligten Kinder in der
Lage ist Zahlenmuster zu erkennen und zu beschreiben, obwohl! die Kinder keine un-
terrichtlichen Vorerfahrungen zum Thema Zahlenmuster hatten. Bei der Darbietung
der Testaufgaben wird bewusst auf Einkleidungen und Beziehungen zur realen Lebens-

1 Unter www.gallin.ch kann mein Artikel ,Vom Sinn des Mathematikunterrichts" heruntergeladen werden.
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welt der Kinder verzichtet. Dass sich die Kinder motiviert mit den Aufgaben befassen,
ist ein klares Indiz daftir, dass Mathematik auch in ihrer reinen Form kindgemaR ist.

Diese Einsicht fiihrt zu einer erheblichen Vereinfachung und Verwesentlichung des Ma-
thematikunterrichts in der Grundschule. Dabei kann man sich auf die zentralen The-
men konzentrieren und muss nur daflir sorgen, dass sie zu Kernideen geblndelt und
in attraktiven Auftragen an die Kinder herangetragen werden. Lasst man den Kindern
geniigend Zeit, sich mit den Auftragen zu befassen und gibt man ihnen verstarkende
Rickmeldungen, so wird ihre Motivation auch bei rein mathematischen Fragestellun-
gen wachsen.

In der vorliegenden Handreichung beschranke ich mich nach der kurzen Einfiihrung ins
Dialogische Lernen auf folgende Fachthemen:

e Zahlbegriffsgenese

e Konsequenzen fiir die Arbeit mit dem Stellenwertsystem

e Finmaleins

e Termumformungen

Der Bezug zum Alltag soll trotz der obigen Bemerkung nicht zu kurz kommen. Er wird
Uber Rechengeschichten hergestellt, welche aber in der Regel nicht von den Lehrper-
sonen, sondern von den Lernenden selbst erfunden werden.

2 Einfiihrung ins Dialogische Lernen

Beim dialogisch konzipierten Unterricht ist der Grundgedanke leitend, dass der Anteil
des Angebots, welchen die Lehrperson den Lernenden macht, etwa den gleichen zeitli-
chen und inhaltlichen Umfang hat wie die Nutzung, d.h. der Anteil der Schiileraktivita-
ten, welche sich in ihren Beitrdgen zum Unterricht niederschlagen?. Damit situiert sich
das dialogische Konzept etwa in der Mitte zwischen Instruktion und Konstruktion und
tragt den drei wissenschaftlichen Befunden Rechnung, dass Wissensvermittlung hoch
wirksam ist, dass Lernen ein aktiver und konstruktiver Prozess ist und dass selbstge-
steuertes Lernen einen langfristigen und flexibel nutzbaren Lernertrag hat. In der fol-
genden Abbildung ist der schematische Ablauf von dialogischem Unterricht dargestellt.
Dabei sind Kernidee und Auftrag Positionen, welche von der Lehrperson angeboten
werden, wahrend das Journal und die Riickmeldung ganz der Nutzung — der Art, wie
die Lernenden die Sache sehen — und der Rezeption verschrieben sind. Die Normen
sind gewissermafen das Ziel des Unterrichts und sollten im Idealfall aus einer Ver-
schmelzung von Angebot und Nutzung abgeleitet werden kénnen.

Um die Stationen des Kreislaufs genauer zu kommentieren, entnehme ich teilweise
Texte aus dem Buch ,Besser lernen im Dialog" (sieche FuBnote), die ich darin unter
dem Titel ,Den Unterricht dialogisch gestalten — neun Arbeitsweisen und einige Tipps”
publiziert habe.

2 Zum Angebot-Nutzungs-Modell, das auf Helmut Fend zuriickgeht, siehe: Urs Ruf, Stefan Keller, Felix
Winter (Hrsg.)(2008): Besser lernen im Dialog, Seite 14.
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Riick-
meldung

Kernidee

Abb. 1: Kreislauf des Dialogischen Lernens im Angebot-Nutzungs-Modell

a) Der Auftrag (ICH)

Der allererste Auftrag, den eine Lehrperson beim Einstieg in ein neues Fachgebiet einer
Klasse stellt, muss mit sehr viel Umsicht gebaut und erldutert werden. Zentral ist dabei
die Botschaft an die Schreibenden, dass sie wirklich alles aufschreiben, was ihnen durch
den Kopf geht. Im Vergleich zum traditionellen Unterricht sind solche Anforderungen
derart ungewohnt, dass bereits bei der Formulierung des Auftrags besonders auf Fol-
gendes geachtet werden muss: Der Auftrag soll offen sein, die Schiilerinnen und Schiler
ansprechen und ihre Gedanken und Geflihle herausfordern. Im Dialogischen Unterricht
wird beim Arbeiten an Auftragen nicht auf Fehler, sondern auf Qualitdten geachtet.
Und zu den Qualitdten gehort es eben, dass Gedanken offen dargelegt werden, dass
die Lernenden die Losungsversuche beschreiben, dass sie in eigener Regie nach Fehlern
suchen, dass sie — wenn nétig — selbst Korrekturen anbringen und dass sie nach den
fachlichen Besonderheiten forschen. Im Lernjournal (siehe weiter unten) soll moglichst
viel von dem, was und wie gearbeitet wird, seine Spuren hinterlassen. Wenn das von
der Klasse verstanden ist und zu einer verdnderten Haltung gegeniiber der eigenen
Arbeit gefiihrt hat, ist das Erteilen eines Auftrags kaum aufwendiger als das Stellen einer
Hausaufgabe. Unumgénglich ist aber, dass der Auftragstext im Journal unmittelbar vor
dessen Bearbeitung eingetragen wird. AuBerdem sollte fiir jeden Auftrag ein Abgabe-
datum festgelegt sein, damit man nachtraglich auf ihn verweisen kann.

Den Unterschied zwischen Auftrag und Aufgabe kann man sich rein duferlich schnell
klar machen. Auftrage werden eingesammelt und grob bewertet, Aufgaben nicht.?
Inhaltlich gilt eine einfache Regel fiir Auftrage: Ein Auftrag muss so gestellt sein, dass
die Lehrperson selbst oder sogar eine Fachperson ihn mit Interesse und Freude bearbei-
ten mochte. Er muss also ein fachlich relevantes Thema anschneiden und kann, damit
die Spannung liberhaupt aufgebaut wird, nicht etwas Bekanntes zum Thema haben.
Trotzdem ist es moglich, gewohnliche Aufgaben als Auftrage einzusetzen, sobald es fur
die Klasse selbstverstandlich ist, in den Aufgaben den theoretischen Gehalt oder eine
weiterflihrende Problematik zu entdecken.

3 Zur vierwertigen Bewertung mit Haklein siehe Ruf, U., Gallin, P. (1999): Dialogisches Lernen in Sprache
und Mathematik, Band 1, Seite 81 ff.
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Als Beispiel moge eine Aufgabe dienen, welche an der Kantonsschule Zircher Ober-
land anlésslich der Aufnahmepriifung ans Gymnasium (ins 7. Schuljahr) gestellt worden
ist. Dabei habe ich die urspriingliche Fragestellung als ,Aufgabe” abgespalten, damit
sie sich deutlich abhebt. Will man aus dieser Problemstellung einen Auftrag machen, so
muss das Kind direkt angesprochen und dazu aufgefordert werden, alle Gedanken und
Geflihle niederzuschreiben.

In jeder von fiinf Schachteln befinden sich gleich viele Spielfiguren. Nachdem
man aus jeder Schachtel 18 Spielfiguren herausgenommen hat, verbleiben in den
flinf Schachteln im Ganzen so viele Spielfiguren, wie vorher in zwei Schachteln
enthalten waren.

Aufgabe (Defizitperspektive)
¢ Wie viele Spielfiguren befanden sich am Anfang in jeder Schachtel?

Auftrag (Entwicklungsperspektive)

e Achte beim Lesen dieses Textes auf deine Gedanken und Gefihle. Schreibe alles
auf, was dir durch den Kopf geht.

e Zeichne die fiinf Schachteln mit deren Inhalt und beschreibe, welche Teile du
kennst.

b) Das Journal (Lernjournal, Reisetagebuch)

Damit die Arbeit im dialogischen Unterricht ihren schriftlichen Niederschlag auf ge-
ordneten Bahnen findet, ist eine Zusammenfassung der im Unterricht verwendeten
Blatter und Aufschriebe sowie aller selbststandig verfassten Texte notwendig. Diese
Rolle tibernimmt das Journal. Es mag ein reales Heft sein, es kann aber auch aus losen
Blattern bestehen, die in einem Ordner gesammelt werden. Wichtig ist der fortlaufende
Eintrag des Datums, an dem eine bestimmte Seite bearbeitet wird. Im Falle von losen
Blattern missen zwingend auch der Name und die Blattnummer vermerkt sein.

Im Journal wird alles zusammengetragen, was Papierform hat: Auftrdge, Bearbeitun-
gen, Rickmeldungen, Autographensammlungen (siehe unten), Ubungen, Priifungs-
vorbereitungen, Theorieeintrdge, Lehrerkommentare, weitere abgegebene Kopien,
Prifungen und die zugehorigen Fehleranalysen, Reflexionen, Rickschauen usw. Das
einzige zuverldssige Ordnungskriterium im Journal ist die Zeit. Die Erfahrung hat ge-
zeigt, dass die Lernenden sich im individuell geftihrten Journal erstaunlich gut zurecht-
finden. Man muss also keine Bedenken haben, wenn die verschiedenen Themen strikt
in chronologischer Abfolge im Journal ihre Spur hinterlassen. Als Orientierungshilfe
und auch als Priifungsvorbereitung oder fiir eine Selbstbeurteilung ist ein nachtréaglich
verfasstes Inhaltsverzeichnis nitzlich.

Das Journal ersetzt somit alle Hefte und Ordner des traditionellen Unterrichts. Die
Lehrperson braucht sich damit nicht mehr um eine ausgekliigelte Aufteilung der im
Unterricht anfallenden Texte in Theorieheft, Ubungsheft, Priifungsheft, Arbeitsblitter,
Sudelheft usw. zu kimmern. Es wird einfach laufend protokolliert, was im Unterricht
und bei der Hausarbeit passiert.
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¢) Riickmeldung (DU)

Im Dialogischen Unterricht werden die Texte, welche von den Lernenden verfasst sind,
immer gelesen und mit einer, oft nur minimalen, Riickmeldung versehen. Dazu gibt es
mehrere Spielformen. Bei jlingeren Kindern oder beim Einstieg in ein neues Thema hat
sich der sogenannte Sesseltanz bewahrt: Dabei liegt vor jedem Schiiler oder jeder Schii-
lerin die eigene Bearbeitung des aktuellen Auftrags zusammen mit einem vorbereiteten
leeren Blatt, das nur den Titel ,Rlckmeldungen” trdgt. Dann erheben sich alle Ler-
nenden und suchen sich einen fremden Platz, setzen sich und studieren den Text einer
anderen Person. Sie haben dann die Aufgabe, ihren Lernpartnern eine wohlwollende
oder auch kritische Riickmeldung zu schreiben, die auf jeden Fall mit dem eigenen Na-
men unterzeichnet wird. Danach erheben sich die Lernenden und suchen einen anderen
Platz, der freigegeben worden ist. (Natirlich kann in Ausnahmeféllen erlaubt werden,
dass ein Lernender an seinem Platz sitzen bleibt und so erreicht, dass kein Fremder die
personliche Arbeit liest, aber auch er keine anderen Arbeiten zu Gesicht bekommt.)

Im Sesseltanz kommen auf jede Arbeit in der Regel mehrere Riickmeldungen von
Mitschiilerinnen und Mitschiilern. Der Horizont der Bearbeitungsmoglichkeiten eines
Auftrags wird damit stark erweitert, und der respektvolle Umgang miteinander wird
eingelibt. Der Sesseltanz eignet sich vor allem in jenen Themensequenzen, bei denen
die kognitiven Unterschiede der Schiilerinnen und Schiiler noch nicht allzu groB sind.
Besonders attraktiv ist ein Sesseltanz dann, wenn auch die Lehrperson selbst eine ei-
gene Bearbeitung des Auftrags zur Einsicht frei gibt und so als normales Mitglied im
Sesseltanz agiert. Ein miindlicher Austausch am Schluss kann den Sesseltanz abrunden
und seine Konsequenzen kdénnen zur Fortsetzung des Unterrichts genutzt werden.
Eine zweite Riickmeldeart, welche durchaus auch mit dem Sesseltanz kombiniert werden
kann, ist die Autographensammlung. Dazu sammelt die Lehrperson alle Journaltexte
ein und sieht sie durch. Keinesfalls darf diese Durchsicht mit einer Korrektur verwech-
selt werden. Es wird nur auf Qualitdten geachtet und besonders Auffalliges, Weiter-
fuhrendes ins Auge gefasst. Die Lehrperson wéhlt dabei ein paar wenige Arbeiten oder
Abschnitte aus den Journaltexten aus, um sie in kopierter Form in der ndchsten Lektion
in die Klasse einzuspielen. Bei der Auswahl wird besonders auf reguldr hervorragende
oder singuldr interessante Bearbeitungen, aber auch auf neue Fragestellungen oder
typische Irrttimer und Sackgassen geachtet. Dank der heute ausgereiften Kopiermog-
lichkeiten kann die Lehrperson ohne groRen Aufwand die ausgewdahlten Ausschnitte
der Journale (leicht verkleinert) auf ein bis zwei Bldttern fir die ganze Klasse kopieren.
Die Schiilerinnen und Schiiler erhalten mit jeder Autographensammlung einen Einblick
in die Ldsungen der anderen Klassenmitglieder. Mit diesen kdnnen und sollen sie sich
auseinandersetzen und dabei die Besonderheiten ihres eigenen Vorgehens bewusst er-
leben. SchlieBlich kann anhand der Autographensammlung ein Gespréch liber typische
Merkmale und Qualitdten guter Lésungen gefiihrt werden. Wenn dann der Fortgang
des Unterrichts durch solche authentischen Texte wesentlich beeinflusst wird, ist das
ein Beleg fiir das Ernstnehmen der Schiilerinnen und Schiiler. Wenn die Autographen in
der Klasse besprochen und Folgerungen aus ihnen zur Theorie und zu Werkzeugen der
gemeinsamen fachlichen Arbeit gemacht werden, wachst das Geflihl der Lernenden,
einem Sachgebiet nicht einfach ausgeliefert zu sein, sondern darin tatsachlich noch
etwas bewirken zu kdnnen. Auch die Lehrperson zieht einen grofRen Vorteil aus der
Autographensammlung. Selbst wenn sie schon viele Male denselben Stoff unterrichtet
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hat, entsteht keine ldhmende Routine in Vorbereitung und Durchflihrung der Lektio-
nen. Jede Klasse wird zu einem Unikat und die Spannung bleibt erhalten.

Es kdnnte vermutet werden, dass die Originalitdt und gedankliche Breite der Autogra-
phensammlungen mit steigender Klassenstufe abnimmt, wahrend sie bei den jingeren
Schilern noch unverbraucht sprudeln kann. Die Erfahrung zeigt, dass jlingere Schile-
rinnen und Schiler tatsdchlich viel Phantasie und Ideenreichtum aufs Papier bringen
konnen, wahrend aber das wachsende fachliche Repertoire fiir dltere Schiilerinnen und
Schiler weitaus mehr Méglichkeiten zur Behandlung eines neuen Problems bietet und
sich so die Phantasie im Fach selbst niederschldgt und der gemeinsamen Arbeit zugu-
tekommt.

d) Kernidee

Dialogischer Unterricht I&sst sich nicht bis in alle Details auf Wochen hinaus planen. Oft

steht die Gestaltung einer Lektion erst dann fest, wenn die Journale der Lernenden ge-

sichtet sind und eine Autographensammlung hergestellt ist. In ihr liegen die Kernideen
der kommenden Lektion.

Nur ganz am Anfang, wenn noch kein Unterricht voraus gegangen ist, muss die Lehr-

person zum neuen Stoffgebiet eine Kernidee generieren. Es geht also darum, eine her-

ausfordernde Sicht auf einen komplexen Stoff zu entwickeln, welche in der Lehrperson
moglichst tief verankert ist. Dazu gibt es verschiedene Mdglichkeiten:

e Durch die Ausbildung der Lehrperson in einem Fach ist die wichtigste Grundlage zur
Ermittlung personlicher Kernideen geschaffen worden. Die Lehrperson musste den
Stoff im betreffenden Fachgebiet schlieBlich durch ihre eigenen Leistungen meistern
und sich so ein Fachwissen erwerben. Dadurch sind bei ihr persénlich geféarbte Ein-
sichten und erzdhlenswerte Lernbiografien (eigene und auch fremde) entstanden.
Der erste Schritt zur Generierung von Kernideen ist also, sich an jene vergangenen
Erlebnisse beim ersten Kontakt mit dem Stoff zu erinnern, und sie an die Oberflache
zu heben.

e Das dialogische Prinzip kann auch beim Fehlen solch biografischer Kernideen im Vor-
feld des Unterrichts aktiviert werden: Die Lehrperson muss dazu eine vertraute, aber
fachfremde Person einladen, den Gedanken des kommenden Unterrichts probeweise
zu folgen. Es entspinnt sich dabei hdufig ein Dialog, aus dem die Kernideen flr die
erste Lektion gewonnen werden koénnen. Die aktuell erlebte Begegnung zwischen
Stoff und Person kann als Kernidee flir den Unterricht benltzt werden.

e) Normen (WIR)

Die Regeln, die Abmachungen, die Theorie — kurz der zu lernende Stoff — wird norma-
lerweise erst nach einem Durchgang durch den Kreislauf zusammengestellt und ver-
bindlich aufgeschrieben. Selbstverstandlich kénnen auch Lehrbiicher an dieser Stelle
eingesetzt werden. Am eindrticklichsten ist es fiir die Lernenden, wenn die Bestandteile
der Autographensammlung in der Darstellung der Lehrperson erkennbar sind. Damit
kommt das ICH-DU-WIR-Prinzip zum Abschluss: Zuerst steht die individuelle Ausein-
andersetzung eines ICHs mit dem Auftrag, dann wird diese von anderen DUs ange-
schaut und kommentiert. SchlieBlich fasst die Lehrperson alle interessanten Einsichten
in einer WIR-Position zusammen.
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Zum eingangs gezeigten Beispiel mit den fiinf Schachteln haben sich im Verlauf der
Arbeit mit verschiedenen Lerngruppen bereits vier verschiedene Lésungsansétze (Abb.
2) ergeben. Bei der Besprechung der Aufgabe kdnnen sich dann die Lernenden viel
besser mit der reguldren Einsicht befreunden, weil sie sich zu einer bestimmten Variante
besonders hingezogen flihlen. Die Gefahr einer Mathematikschadigung — einer Schadi-
gung durch Vermitteln unverstandener Algorithmen — ist damit weitgehend gebannt.

Imaginativ mit Anteilen

In jeder Schachtel befinden nach der Entnahme von
18 Spielfiguren noch 2/5 der Spielfiguren

Faol Lol Lol Tod ool I

UL W
= b L L L 5

Enaktiv und ikonisch

EELC

Ganzheitlich und elegant

Symbolisch
H H E E E x = Anzahl Spielfiguren in jeder Schachtel am Anfang
EIE[HININ e

3x = 90
x = 30
Aus der ganzen Anlage sind 5 mal 18 Spielfiguren
entnommen worden. Das sind die 90 Spielfiguren,

welche in den drei Schachteln am Ende fehlen.

Abb. 2: Vier verschiedene, von Schiilerinnen und Schiilern gefundene Losungswege zur Aufgabe
mit den flnf Schachteln

3 Von der Genese des Zahlbegriffs *

Die grobste Einteilung der natiirlichen Zahlen 1, 2, 3, 4, ... macht eine Unterscheidung
zwischen Kardinalzahl und Ordinalzahl. Mit der Kardinalzahl 7 werden alle Mengen mit
sieben Elementen charakterisiert. Man sagt auch, dass die Kardinalzahl die Machtigkeit
der Menge angibt. Mit der Ordinalzahl 7 wird die Stellung eines Objekts innerhalb
einer geordneten Reihe der Objekte festgestellt: Das Objekt steht an der Stelle mit
Nummer 7. Die Verbindung beider Zahlbegriffe findet statt, sobald einem Kind klar
wird, dass aus der siebten Stellung des Objekts folgt, dass die Menge aller Objekte
vor dem betrachteten inklusive dem betrachteten selbst die Machtigkeit 7 aufweist.
Schon rein durch diese Unterscheidung von zwei Zahlbegriffen wird deutlich, dass der
Ordinalzahlbegriff elementarer ist als der Kardinalzahlbegriff. Der Zahlbegriff ist aber
stets auf beide Aspekte abgestiitzt und kann erst dann als erworben gelten, wenn
beide Aspekte zu einer untrennbaren Einheit verschmolzen sind (Hess 2002, S. 89 ff.).

4 Auszug aus meinem Artikel: Vom Zahlbegriff zum Langenmal3, 4 bis 8 Fachzeitschrift fiir Kindergarten
und Unterstufe, Nr. 3, Marz 2010, Seiten 6-9.
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Diese Einsicht hat bereits Jean Piaget (1965) durch seine Forschungen gewonnen und
publiziert. Da im realen Unterricht jedoch nicht davon ausgegangen werden kann, dass
der Zahlbegriff in seiner Vollform bereits erworben ist, mdchte ich hier im Detail auf die
im Lernprozess dominante Rolle der Ordinalzahl (Z&hlzahl) eingehen, damit sie wieder
mehr Beachtung im Unterricht finden kann.

a) Der Ordinalzahlbegriff

Tatsachlich verlduft die Entwicklung des Zahlbegriffs beim Kind in der Regel von der
Ordinalzahl zur Kardinalzahl. Der Ordinalzahlbegriff selbst wird manchmal noch weiter
unterteilt in Zahlzahlbegriff und Ordnungszahlbegriff. Hier soll es vor allem um den
Zahlzahlbegriff gehen. Das Kind lernt zuerst zu zéhlen.> Dabei muss es drei Aspekte
unter einen Hut bringen. Es begegnet zum einen den Ziffern als geometrischen Gestal-
ten. Auf der anderen Seite lernt es, die akustische Zahlreihe nach und nach aufzusagen.
SchlieBlich muss es erkennen, dass jede geometrische Gestalt einem aufgesagten Wort
als Namen entspricht. In welcher Reihenfolge diese drei Aufgaben bewadltigt werden,
ist unerheblich und variiert von Kind zu Kind. Die einen lernen zuerst die Ziffern als Ob-
jekte mit Namen kennen, die andern werden zuerst nur akustisch mit dem Spriichlein
.eins, zwei, drei, vier, ..." vertraut. Durch das Spriichlein werden die Ziffernobjekte in
eine Reihe gebracht, die auch mit konkreten Ziffern ausgelegt werden kann. Es ist in
keiner Weise selbstverstandlich, dass das Kind bei vorliegender Ziffernreihe mit dem
Finger in genau synchroner Weise den Objekten folgt, wenn es dazu das Spriichlein
aufsagt. Diese eindeutige Zuordnung von ausgesprochenem Wort und gezeigtem Ob-
jekt muss ihrerseits erst gelernt werden (Abb. 3). So bildet sich der Ordinalzahlbegriff,
der sich zunehmend festigt, so dass die Stellung einer Zahl in ihrer lokalen Umgebung
als mentales Vorstellungsbild vertraut wird. Dann muss nicht mehr die ganze Zahlreihe
von vorne aufgesagt werden, wenn man die Nachbarn einer Zahl nennen will.

Abb. 3: Valeria mit 2 Jahren und 8 Monaten: Zuerst legt sie ihre roten oder gelben Ziffern auf
die von mir gelegten griinen oder blauen Ziffern. Wenig spéter legt sie ihre Ziffern zuerst an eine
richtige Stelle und ich lege meine als Bestdtigung darauf. SchlieBlich sagt sie das Sprichlein mit
den Namen der Ziffern auf und zeigt mit dem Finger (meistens aber nicht immer!) synchron auf
die zugehorige Ziffer.®

5 In der Bachelorarbeit von Simone Zimmermann , Konstruktion versus Instruktion” (herunterzuladen
unter: digibib.hs-nb.de/file/dbhsnb_derivate_0000001191/Bacheloarbeit-Zimmermann-2012.pdf )
wird die Zahlbegriffsentwicklung gut dargestellt und kritisch auf die Haltung Piagets eingegangen.

6 Abbildungen 3, 5 und 6 sind Standbilder einer &lteren Videoaufnahme von Peter Gallin.

10



3 Von der Genese des Zahlbegriffs

Eine Schlisselstellung beim Erwerb des Zéhlzahlbegriffs nimmt das rhythmische Zahlen
ein. Das Wiederkehrende, das Repetitive, das Rituelle steht am Anfang des Zahlbegriffs
schlechthin. Man beobachtet Kinder, die anfangs irgendwelche Zahlworter aufsagen,
ohne auf deren wirkliche und ltickenlose Reihenfolge zu achten: , eins, zwei, drei, acht,
sechs, ...". Wichtig ist also nur die regelmaRige zeitliche Abfolge; man kénnte sagen:
Am Anfang des Zahlbegriffs, insbesondere des Ordinalzahlbegriffs, steht die Litanei,
die rhythmische Musik. Die Ordinalzahl begriindet sich also primér in der Zeit und erst
sekunddr im Raum, der spéter bei der Bildung der Kardinalzahl wichtig wird. Diese
Unterscheidung ist bei der Beschaftigung mit LdngenmaBen wichtig. Das didaktische
Hauptproblem der — nattirlich radumlichen — LangenmalRe wird sein, ihnen wieder einen
zeitlichen Charakter zurtickzugeben.

Durch die rhythmische Bewegung des abzéhlenden Fingers (beispielsweise) von links
nach rechts wird die Briicke von der Zeit zum — vorerst eindimensionalen — Raum ge-
schlagen. Damit wird die Zeit zum ersten Mal raumlich dargestellt. Das geschieht auch
beim Schreiten, wenn dazu die Schritte gezahlt werden. Zur didaktischen Unterstiitzung
dieses wichtigen Ubergangs von der Zeit zum Raum eignet sich der traditionelle klapp-
bare Meterstab oder das flexible Band des Schneidermeters besonders gut (Abb. 4).

Abb. 4: Klappbarer Meterstab und Schneidermeter’

Ohne zunéchst Gberhaupt auf den Begriff des LangenmaBes einzugehen, kann das
Kind mit diesen realen Zahlenreihen das rhythmische Zdhlen und gleichzeitige Bewe-
gen des Fingers koordinieren und wird dabei kaum gegen oben hin eingeschrankt. Es
erdffnet sich die Welt der Unendlichkeit und gleichzeitig wird die Neugier auf die neu-
en Namen und Schreibweisen geweckt (Abb. 5).

7 Bildnachweis siehe Seite 33.
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3..Von der Genese des Zahlbegriffs

Abb. 5: Valeria mit 4 Jahren und 2 Monaten: Sie z&hlt mit monotoner Stimme und konsequent
folgendem Finger streng rhythmisch auf dem Doppelmeter bis etwa 39. Dort fdngt das Un-
bekannte an, das aber durch kleine Hinweise auf ,Vierzig, Einundvierzig, Zweiundvierzig, ..."
schnell vereinnahmt wird. Der Zahlbegriff bleibt noch ordinal.

b) Der Ubergang zum Kardinalzahlbegriff

Es ware ein Trugschluss zu glauben, dass ein Kind, welches auf dem Metermal korrekt
zéhlen (zeigen und sprechen) kann, das LingenmaB bereits verstanden habe. Denn das
LangenmalR hat den nicht-ordinalen Charakter einer Kardinalzahl und gibt die Méach-
tigkeit einer Menge — die Gesamtlange — bestehend aus Einheitslangen an. Das ganz-
heitliche Erfassen der Machtigkeit ist der eigentliche Entwicklungsschritt von der Ordi-
nalzahl zur Kardinalzahl. Dieser Schritt wird kaum mittels reiner Zahlen, wie sie bisher
ausgesprochen und gezeigt worden sind, sondern nur mit Hilfe von konkreten Sorten
(,,MaBeinheiten") zu schaffen sein. Immer wieder tauchen Geschichten auf, bei denen
von ,vier Apfeln*, ,achtzehn Kindern* usw. die Rede ist. Dann fiihrt das Abzéhlen zur
Einsicht, dass , soundso viele Stiicke" vorhanden sind (Abb. 6).

Abb. 6: Valeria mit 4 Jahren und 3 Monaten: Vom groRen Bruder hat sie Salzteigziffern erhalten.
Das alte Spiel des richtigen Auslegens ist nur noch ein Ritual. Jetzt aber zédhlt sie die ausgelegten
Stticke und zwar von rechts nach links. Sie schiebt die Ziffer 9 zur Seite und sagt: , ein Stlick".
Dann die Ziffer 8: ,, zwei Stticke", bis zur Ziffer Null: ,zehn Stiicke!". Die Kardinalzahl ,, zehn" ist
geboren. (Valeria hat nach einem Fehlstart bei der Ziffer O von selbst entschieden, bei der Ziffer 9
zu beginnen. Sonst hétte sie beim Anfassen der Ziffer O , ein Stiick"” bei der Ziffer 1, zwei Stiick”
usw. aussprechen missen, was ihr doch zu verwirrend war.)
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4 Folgerungen fur die Arbeit mit dem Stellenwertsystem

Das Aneinanderreihen von lauter gleichartigen Wiirfelchen und die Machtigkeit dieser
Wiirfelketten liefert das LangenmaR. Dabei ist es wichtig, dass die einzelnen Wr-
felchen selbst dann noch sichtbar sind, wenn eine ganze Stange der entsprechenden
Lange vorgelegt wird. Immer wieder soll es moglich sein, die rhythmische Abfolge mit
dem Finger nachvollziehen zu kénnen. Stangen ohne Unterteilungen in Einheiten, wie
etwa die Cuisenaire-Stdbchen, sind fiir den Aufbau des LangenmaRbegriffs also nicht
forderlich und sollten nicht zu friih eingesetzt werden. Es besteht bei diesem farbigen
Material auBerdem die Gefahr, dass die Zahlen nur noch tber die Farbe — also einer
vierten Kennzeichnung — erkannt werden, nachdem bereits das geometrische Ziffern-
bild, die akustische Bezeichnung und der ganzheitliche Méachtigkeitsaspekt (Lange) zu
verarbeiten waren. Es soll nicht zu frih das innere rhythmische Abzahlen durch eine
strukturlose — nur noch farbige — Ldnge tiberdeckt werden.

Tatsdchlich sind die mathematischen Objekte in ihrer reinen und abstrakten Form nicht
an die Zeit gebunden. Sie sind durch Beziehungen untereinander festgelegt. Das be-
deutet aber nicht, dass beim Lernprozess in der Mathematik, zeitliche Abldufe (Ge-
schichten) zu vermeiden waren. Im Gegenteil: Bei der Riickbesinnung auf den zeit-
lichen Aspekt der an sich zeitlosen mathematischen Objekte handelt es sich um ein
didaktisches Verfahren zum Ausgleich von ,funktionalem” und , pradikativem” Den-
ken. (Diese beiden Denkweisen entsprechen grob den unterschiedlichen Aufgaben der
linken und rechten Hirnhélfte.) Erfolgreiches mathematisches Handeln basiert auf dem
ausgewogenen Zusammenspiel beider Denkweisen: Das funktionale Denken betont
das zeitliche Nacheinander — das Funktionieren, das Prozesshafte — und wird im Mathe-
matikunterricht oft vernachldssigt; das pradikative Denken befasst sich mit statischen
Eigenschaften — dem Zeitlosen, den ganzheitlichen Beziehungen —, wie das auch beim
LangenmaR der Fall ist. (Schwank 2003, S. 70-78)

Ubersicht
Ordinalzahl Kardinalzahl
Rhythmus, Musik, Schreiten Maéchtigkeit, GroRen, Langen
Zeit Raum
Prozesse, Dynamik Beziehungen, Statik
Funktionales Denken Préadikatives Denken
4 Folgerungen fiir die Arbeit mit dem Stellenwertsystem

Es gibt ein auf Maria Montessori zuriickgehendes, von Zoltan Paul Dienes verbreitetes
Unterrichtsmaterial, welches gerne flr die Veranschaulichung des Funktionierens von
Stellenwertsystemen herangezogen wird: die Mehrsystembldcke.
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4 Folgerungen flr die Arbeit mit dem Stellenwertsystem

I

Abb. 7: Multibasen zum 2er, 3er, 4er, 5er und 6er-System® Abb. 8: Mehrsystembldcke zum
Zehnersystem

In der Schule wird oft nur das Zehnersystem mit den Mehrsystembldcken visualisiert, so
dass der Begriff ,Mehrsystem" bereits in der Luft hangt. Es ist offensichtlich, dass die-
ses Material ganz dem Kardinalzahlbegriff verhaftet ist und dabei die Raumdimensio-
nen flr den Stellenwert bentitzt: Im Zehnersystem werden die Einer O-dimensional, die
Zehner 1-dimensional, die Hunderter 2-dimensional und die Tausender 3-dimensional
dargestellt. Fur die Zehntausender musste man einen 4-dimensionalen Wurfel bauen,
was nattirlich unmaoglich ist. So behilft man sich mit einer Stange aus 10 Tausenderw(ir-
feln und kann auf diese Weise auch auf die Hunderttausender als Wiirfelplatte und die
Million als ,Wurfelwrfel" weiterschreiten. Zentraler Gedanke des Unterrichtsmaterials
ist, die Bindelung von kleinen Einheiten zu immer gréBer werdenden Gesamtheiten zu
veranschaulichen.

Der zeitlich strukturierte, rhythmische Z&hlvorgang kommt bei diesem Material nicht
zum Ausdruck. Dafiir gibt es ein anderes Veranschaulichungsmittel, welches in der di-
daktischen Literatur kaum — oder nur am Rande® — Erwdhnung findet: das , Zéhlwerk"
oder kurz der , Zahler”. Beim Dialogischen Lernen ist entscheidend, dass mdglichst
frih — also schon vor der Einfiihrung ins schriftliche Rechnen — jedes Kind einen solchen
Zahler fur sich personlich herstellt und mit ihm arbeiten lernt.

Abb. 9: Zahler aus ,,Ich Du Wir4 5 6"

8 Weil 1°=1"=12=1%= ..., weil also die Potenzen von 1 ununterscheidbar sind, kann es kein 1er-System
geben.
9 Beispielsweise im Zahlenbuch 4 (1998)
10 Gallin, P. & Ruf, U. (1999): ,,Ich Du Wir 4 5 6", S. 93. Alle Bildnachweise firr diese Seite siehe S. 33.
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4 Folgerungen fur die Arbeit mit dem Stellenwertsystem

Kernidee des Zahlers ist tatsachlich das Zdhlen, also ein zeitlich, rhythmischer Vorgang.
Der Kardinalzahlaspekt ist hier nicht veranschaulicht. Daflir kann das Z&hlen und seine
Rhythmisierung (Bindelung) handelnd erfahren werden, indem das hinterste (rechte)
Zahlrad gedreht wird und der beschrankte Ziffernvorrat dieses Rads einen dazu zwingt,
beim Wiedererscheinen der Null das zweithinterste Rad um eine Stelle weiter zu dre-
hen. Das entspricht beim Z&hler des Vierersystems (links in Abb. 9) einer Rhythmisie-
rung nach vier Zahleinheiten, gleich einem Vierertakt in der Musik. Immer wenn das
zweithinterste Rad um eine Stelle weiter gedreht wird, ist ein Takt um."" Das entspricht
der Betonung des ersten Schlags eines Taktes in der Musik. Die Betonung wird durch
das gleichzeitige und schwierigere Drehen von zwei Radern aufs Mal erfahrbar. So ent-
steht also eine zeitlich geprdgte Vorstellung des Stellenwerts: Das hinterste Rad dreht
am schnellsten, das zweithinterste dreht trager, langsamer und hat dadurch ein groRe-
res ,Gewicht". Entsprechend nochmals langsamer, gewichtiger dreht das dritthinterste
Rad. Im Vierersystem entsprache dem Verstellen des dritthintersten Rads musikalisch
der Moment, wo nach vier vollen Takten ein Thema zu Ende ist.

Eine ausfuihrliche Gegenliberstellung der Mehrsystemblocke und des Zahlers findet sich
im Band 1 von ,Dialogisches Lernen in Sprache und Mathematik"”. Die Arbeit zum
Stellenwertsystem sowie zum schriftlichen Addieren und Subtrahieren mit dem Zéhler
fir die Klassenstufen 3 und 4 wird im Lehrbuch ,, Ich Du Wir 4 5 6" (siehe FuBRnote 10)
ausfihrlich beschrieben und mit zugehdrigen Auftrdgen konkretisiert.

Der grofRe Vorteil des Zahlers ist, dass jedes Kind einen solchen aus einer leeren WC-
Rolle sich selber basteln und damit besitzen kann. Ferner lassen sich die ,Radchen”,
welche als Papierstreifen realisiert sind, schnell auswechseln, so dass der Einbezug von
nicht-dezimalen Stellenwertsystemen leicht moéglich ist. Erst so wird den Kindern klar,
dass die Wahl der Zahl 10 als Basis unseres Rechnens an sich willkirlich ist. Und der
grofRte Vorteil ist, dass die Zahlen im , Ablesefenster” des Zahlers — einem farbigen
Langsbereich auf der Rolle — gleich schon so erscheinen, wie sie normalerweise ge-
schrieben werden. Das Handeln mit dem Zahler kann dann zur eigenstdndigen und
persdnlichen Methode des Behandelns eines Ubertrags fiihren. Im Austausch mit Vari-
anten von anderen Kindern kann dann z.B. ausdiskutiert werden, ob man beim schrift-
lichen Addieren oder Subtrahieren besser von rechts nach links oder von links nach
rechts vorgeht (siehe nédchste Seite).

Man mag einwenden, dass das Arbeiten mit dem Zahler an sich den Algorithmus des
schriftlichen Rechnens vorgibt und die kardinale Zahlvorstellung nicht dazu gebraucht
wird. Das stimmt bis zu einem gewissen Grad und ist durchaus beabsichtigt. Da aber
die weiter links liegenden Stellen sich trager bewegen, ist trotzdem eine Wertung vor-
handen, so dass die Ziffern nicht als gleichberechtigte Zahlen nebeneinander stehen
und damit einfach gedankenlos manipuliert werden. Und da ja die kardinale Zahlvor-
stellung der ordinalen auch in der Entwicklung des Zahlbegriffs nachgeschaltet ist, ist es
durchaus zuldssig zuerst das Funktionieren des Zéhlers zu betrachten und die kardinale
Darstellung (beispielsweise durch die Mehrsystembldcke) hintanzustellen. (Dabei ist
aber durchaus zu beobachten, dass Kinder mit Mehrsystembldcken ebenfalls |, gedan-

11 Wirden Mathematiker Musik dirigieren, zahlten sie beim Vierertakt nicht 1,2,3,4, sondern 0,1,2,3.
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4 Folgerungen fur die Arbeit mit dem Stellenwertsystem

kenlos" hantieren konnen. Es besteht die Gefahr, dass sie die in Spalten unterteilten
Formulare, in denen Einer, Zehner, Hunderter, Tausender usw. protokolliert werden,
korrekt ausflllen und Umtauschungen von Spalte zu Spalte genau durchfiihren, jedoch
nicht einsehen, dass quer zu den Spalten eigentliche Zahldarstellungen im betreffenden
Zahlsystem ablesbar waren.) Schlieflich bietet der Zéhler, den man im Alltag Uberall
vorfindet, die Mdglichkeit, die Kinder selbststandig an den Verfahren des schriftlichen
Addierens und Subtrahierens forschen zu lassen, was einen zentralen Startpunkt des
Dialogischen Unterrichts bildet.

AbschlieBend soll eine kurze Sequenz zur Arbeit mit dem Zahler aus dem Unterricht
von Ursula Duss dokumentiert werden. Mit ihrer 2. Primarklasse war sie bei einer 6.
Primarklasse im gleichen Schulhaus zu Besuch. Gemeinsam haben sie mit dem Z&hler
gearbeitet und die kleinen Kinder haben Journaltexte verfasst. Daraus hat Ursula Duss
eine Autographensammlung zusammengestellt, welche zu einem neuen Auftrag fir
die Zweitklassler fuhrte. Es geht um das Abwéagen zwischen den Vor- und Nachteilen
des ,Rechnens von links nach rechts” und des ,,Rechnens von rechts nach links", einer
Fragestellung, die selten den Kindern als diskutierbar tiberlassen wird.

Mit dem Zidhler rechnen

Am letzten Donnerstag durften wir zu den 6. Kldsslern von Herrn Frey. Die Klasse
kann schon gut mit dem Zahler umgehen und sie zeigten uns, wie man 2 Zahlen
zusammenzahlt. Einige lernten auch Minusrechnen mit dem Zahler.

AN RRR RN = Mike und Vivianne rechnen zuerst mit
Wi rFaben mit-dem Zahber56+36- den Einern. Sie beschreiben gut, wie
9ekec’mejr, Bei der sechs von der S man, sobald man bei der 9 ist, 2
habein3-dazu gqezah-t donnhaben wier Raddchen gemeinsam drehen muss.
bQIICje I"QACheh 9E(JV€L]} CJC(S €r 60 gul)
Urd-danhabenwir2-doza gezelt,
Jefo muswleh W;V nur hOCI] 30 JQZU—

zihben Zulelzt-hobernwir-betm Lener-
radchen 3 Zener dazu 9erec%v\e‘{ﬁz

Noah und Brieuc beginnen bei den

_ nen Zehnern. Sie drehen zuerst das Zehner-
ich finck, it dem abler, (<t e Radchen. Jetzt drehen sie das Einer-
SRaieddanman p{’j‘r{mh' \‘/\/Fh i 2B radchen um 8 Schritte hoch.
24730 ber <t cn Redhrne! es W <o: | geobachte was passiert!
7 erstMoss nron-diezehnervon 3
schrHen verschichen, das he st
ZZ}‘L;OVBL{ dCfﬂ MUKIS AN N g[n(np
on 8 schriten Fer schieben, das er-
aibt Brieuc

o4
Mt cbrv Zaber Konp rmon Recl

o Auftrag

Wabhle dir eine Rechnung aus.

Rechne zuerst, wie Mike und Vivianne.
Versuche nun auch wie Noah und
Brieuc zu rechnen.

oo Auftrag
Welcher Weg gefillt dir besser und
warum?
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5 Das Einmaleins

Es ist unbestritten, dass die Resultate von Multiplikationen aller Zahlen von 0 bis 10
im Grundschulalter auswendig gelernt sein mussen. Dieses Ziel kann aber auf sehr
unterschiedlichen Wegen angesteuert werden. Beim Dialogischen Lernen wird auch
in diesem Bereich nach dem ICH-DU-WIR-Prinzip gearbeitet. Das bedeutet, dass am
Anfang so oder so die individuellen Gehversuche beim Multiplizieren natiirlicher Zahlen
ermdglicht und ausgewertet werden. Eine zentrale Rolle spielen dabei die sogenannten
~Lieblingsrechnungen”, welche natirlich von Kind zu Kind verschieden sind. Entschei-
dend ist, dass diese Lieblingsrechnungen bewusst gemacht werden und ausgehend
von ihnen die komplizierteren, unangenehmeren Rechnungen abgeleitet werden. Das
beginnt bereits beim Lernen der Additionen einstelliger Zahlen. Wenn ein Kind die
Rechnung 8+8 = 16 als eine mdgliche Lieblingsrechnung entdeckt hat, so wird die
Rechnung 7+8 = ? zu einem Kinderspiel, weil hier nur Eins weniger vorkommt. Bei
diesem Vorgehen wird der heute noch weit liberbewertete Zehneriibergang zu einer
Nebensache, zu einer Spielform neben vielen anderen.™

Lange bevor samtliche Mal-Rechnungen des Einmaleins thematisiert und automatisiert
werden, sollte — bereits im ersten Schuljahr — mit der sogenannten Malbrille gearbeitet
werden." Auf diese Weise lernt das Kind, Mal-Rechnungen im Alltag zu ,sehen”.
Bereits die Erstkldsslerin Shebnem™ stellt fest, dass 12 Kinder einen Tanz sowohl in
der Formation 2 -6 Kinder als auch in der anderen Formation 6-2 Kinder durchfiihren
kdnnen.'® Der zentrale Auftrag dazu auf den Seiten 64 und 65 im Buch ,, Ich Du Wir 1
2 3" lautet folgendermalRen:

Auftrag: Malbrille

(]

Setz dir in Gedanken eine Malbrille auf die Nase und schau dich ein bisschen um
in deiner Umgebung. Entdeckst du Dinge, die schon in 2er-, 3er-, 4er- oder 5er-
Paketen angeordnet sind? Zeichne sie in dein Reisetagebuch und schreibe eine
passende Mal-Rechnung dazu.

(X J

Suche dir einen Ort, wo es viel zu zdhlen gibt: ein Hochhaus mit vielen Fenstern,
ein Dach mit vielen Ziegeln, einen Teich mit vielen Enten. Kannst du die vielen
Dinge mit der Malbrille zdhlen? Siehst du lauter gleiche Pakete? Erzdhle deine
Rechengeschichten.

Kurzlich hat sich ein Drittkldssler von diesem Auftrag anregen lassen, die Anzahl der
Lochlein in den Schallddmmplatten an der Decke des Schulzimmers zu zéhlen. Er kam
auf nahezu eine Million.

12 Mathematisch korrekt mussten diese Rechnungen nicht das ,, Einspluseins*, sondern das ,, Nullplus-
null” heiBen, denn wie beim Wort , Einmaleins”, wo das Neutralelement der Multiplikation mit sich
selbst verkniipft wird, misste beim Addieren konsequenterweise das Neutralelement der Addition —
also die Null — mit der Null verknipft werden.

13 Ruf, U., Gallin, P. (1995). , Ich Du Wir 1 2 3", Seite 125 ff.

14 Aus: ,Ich Du Wir 1 2 3", Seite 64 ff.

15 Aus: ,Ich Du Wir 12 3", Seite 64.

16 Solange man bei konkreten Rechengeschichten bleibt, ist die Multiplikation also nicht kommutativ.
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Erst wenn die Bedeutung der Multiplikation im Bereich der natiirlichen Zahlen von
ihrem Wesen her klar ist, kann man sich der Systematik des Einmaleins zuwenden.
Auch hier ist zwar das Ziel klar: das Auswendigkdnnen der einfachen Mal-Rechnungen.
Dies wird aber nicht erreicht durch das Auswendiglernen der sogenannten , Reihen"
(genauer misste man ,Folgen* sagen). Vielmehr geht es um das Vertrautwerden mit
der Mal-Landschaft. Kernidee ist hier, dass das Faktorisieren mehr Wert hat als das
Ausmultiplizieren. Man kennt das Phdnomen aus dem gymnasialen Algebraunter-
richt, wo es eine ganz einfache Aufgabe ist, ein gegebenes Produkt (beispielsweise
(x2=V2-x+1)-(x*+ J2-x+ 1) =?) in eine Summe auszumultiplizieren, wogegen das
Umgekehrte oft mit einem groBen Aufwand verbunden ist: Faktorisiere den folgenden
Term: x* + 1 =7? (Diese Aufgabe schaffen nicht einmal alle algebraféhigen Computer.)
Noch vitaler betrifft uns die Tatsache, dass das Faktorisieren wertvoller ist als das Aus-
multiplizieren, im Bereich der Verschliisselungstechnik. Die RSA-Verschliisselung, welche
z.B. beim Internetbanking zur Anwendung kommt, basiert auf der Tatsache, dass auch
die schnellsten Computer unserer Zeit bei einem gegebenen ausmultiplizierten Produkt
von zwei riesigen Primzahlen nicht in der Lage sind, in verniinftiger Zeit die beiden
Primzahlfaktoren zu finden. Somit kann das ausmultiplizierte Produkt 6ffentlich be-
kanntgegeben werden, welches man zum Verschliisseln beniitzt. Zum Entschliisseln
braucht man aber die beiden Faktoren, welche nur dem Berechtigten bekannt sind.

Abb. 10: Einmaleins-Tafel

Diese wichtigen Eigenschaften der Produkte natiirlicher Zahlen wirken bis in die Grund-
schuldidaktik hinein. Normalerweise wird in den Schulen den Kindern die berihmte
Einmaleins-Tafel"” an die Wand gehédngt oder in die Hand gegeben, in der die ersten
100 Einmaleinsrechnungen rhombisch zusammengestellt sind. Zu dieser Tafel existie-
ren viele interessante Aufgabenvorschldge, welche zur Festigung des Einmaleins fiihren
ohne stures Auswendiglernen der ,Reihen”. Durch das Betonen der unausgerechne-
ten Produkte birgt die Einmaleins-Tafel den stillschweigenden Appell, dass man diese
Rechnung als Aufgaben ausrechnen soll. Im Gegensatz dazu steht die sogenannte Mal-
Tabelle, in der nicht die Rechnungen, sondern die Resultate stehen und die zugehorigen

17 Aus: Das Zahlenbuch 2 (1996)
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Produkte zu denken sind'®. Sie verzichtet auf den Appell der Aufgabe und stellt vorerst
nur einmal interessante Zahlen an interessanten Orten zusammen. Beim Betrachten der
Mal-Tabelle tauchen also ganz andere Gedanken auf als bei der Einmaleins-Tafel. Sie
eignet sich besonders gut, offene Auftrdge zu initiieren, die nicht nur das schwierige-
re Faktorisieren von gegebenen Produkten thematisieren, sondern auch die rdumliche

Vorstellungskraft aktivieren.

Tabelle far Rechnungen

mit Mal und Geteilt gl1lg d 4151017 IALD ]
0 gjofojoj0|OfOjO|O]|O
1 0/1(2|3[4|5]|6|7|8|9
g 0/2[4|6]|8[10[12|14]16(18
3 0(3(6(9(12(15]18]|2]1|24|27
4 |0 |4]|8|12|16|20)|24|28 (32|36
& 0[5 [10]15[20|25]30|35 40|45
[ 0|6 |12[18|24|30(36|42 |48 |54
7 0|7 |14[21]|28|35(42|49|56 |63
8 0816|2432 404856 |64 |T2
9 0]9|18|27|36|45 (54|63 |72|81

Abb. 11: Mal-Tabelle aus ,,Ich Du Wir 1 2 3"

Stellt man sich diese Mal-Tabelle als Boden eines raumlichen Gebildes vor und platziertin
Gedanken auf jedes Resultatfeld eine Sdule, welche die durch das Resultat angegebene
Hohe hat, so entsteht die sogenannte Mal-Landschaft, in der vielfaltige Bewegungen

und Spiele moglich sind. "

Hier siehst du

einen Ausschnitt

aus der Mal-Landschaft.
Auf den hochsten Turm
kannst du die Zahl 81
schreiben.

Welche Zahlen kommen
auf die andern Tarme?
In der Mal-Landschaft
gibt es ein paar schon
regelmassige Treppen:
die Einerfolge,

die Zweierfolge,

die Dreierfolge.

Es gibt aber auch

ganz krumme Touren.

Abb. 12: Die Mal-Landschaft aus ,, Ich Du Wir 1 2 3*

18 Aus: ,Ich DuWir 12 3", Seite 142.
19 Aus: ,Ich DuWir 12 3", Seite 143.
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5..Das Einmaleins

Diese Landschaft ist tatsdchlich mit einzelnen Sdulen aus Holz realisiert worden. Dabei
wird die Hohe der Sdulen mit dem Querschnitt von 3 auf 3 Zentimetern in Einheiten von
6 Millimetern gemessen.?® Obwohl die physische Realisierung urspriinglich gar nicht
unsere Absicht war, zeigt es sich, dass die Arbeit mit diesen Holzkl6tzen sehr reichhaltig
und spannend ist. Dies beginnt schon beim Aufstellen der Landschaft — ausgehend
von einem ungeordneten Haufen von Holzklétzen — Uber die eigentliche Arbeit an
entsprechenden Auftrdgen zu dieser Landschaft bis zum ordentlichen Einsortieren
der Klotze in einem Koffer. Dazu muss ein Verfahren gefunden werden, die ganze
Landschaft in einen einzigen Quader umzuschichten. Exemplarisch soll hier der nicht
ganz einfache Auftrag zur Mal-Landschaft aus , Ich Du Wir 1 2 3" angegeben werden?".
Zuvor werden im Haupttext des Buches drei ,Wanderungen” auf dem ,Berg" der
Mal-Landschaft vorgeschlagen: Gratwanderung: (0, 1, 4, 9, 16, 25, ...), Wanderung
an der Bergflanke: (0, 2, 8, 18, 32, ...) und Wanderung tber den Bergrticken: (0, 7, 12,
15,16,15,12,7,0).

Auftrag: Krumme Touren

(]

Trage drei Wanderungen mit drei Farben in die Mal-Tabelle ein: die Wanderung
Uber den Grat, eine Wanderung an der Flanke und eine Wanderung tiber den
Bergriicken. Du darfst die Zahlen von oben nehmen oder eigene Wege gehen.
Vergiss aber nicht: Auf dem Tabellenboden muss der Weg schén gerade sein.

(X J

Farbe auch den Weg 32, 35, 36, 35, 32 in der Mal-Tabelle. Kannst du ihn verlan-
gern, als so: ..., 32, 35, 36, 35, 32, ... ? Wie hast du die Fortsetzung des Weges
gefunden? Wie verandern sich die Hohen der Stufen?

[ X X J

Verlangere alle gefarbten Wege, soweit es geht. Schreibe alle Mal-Rechnungen
der Wege der Reihe nach untereinander. Vergleiche die Rechnungen. Entdeckst
du eine Regel?

Da die Holzklétze nicht angeschrieben werden, muss bereits beim Aufstellen der
Landschaft laufend gerechnet werden. Und beim Auftrag ,Krumme Touren" werden
laufend Multiplikationen im kleinen Einmaleins ausgefuihrt. Es werden Beziehungen
hergestellt, die beim Auswendiglernen der ,Reihen” niemals ins Blickfeld geraten,
beispielsweise, dass zwar 5+7 = 6+6, jedoch 5-7 = 6-6-1. (Alle Folgen, welche
bei den krummen Touren entstehen, sind arithmetische Folgen zweiter Ordnung.)
So besteht die Hoffnung, dass die elementaren Multiplikationen des Einmaleins mit
guten Erlebnissen beim Bearbeiten der Auftrage verknlpft und so dauerhaft gelernt
werden. Bezieht man das Konzept der Lieblingsrechnungen mit ein — das sind in der
Landschaft die sogenannte Zaubertirme —, die man gut kennt und von denen aus man
unangenehme Nachbarrechnungen erschlieBen kann, so wird die Mal-Landschaft zu
einem belebten Spielfeld, wo es weniger darum geht, mdglichst schnell eine Antwort
auf eine Mal-Rechnung zu geben, als vielmehr die gegebene Mal-Rechnung spielerisch

20 Die Mal-Landschaft, wie auch die entsprechende Pluslandschaft, ist beim Walti Bram Verlag zu beziehen:
http://www.wbv.ch/
21 Analoge Auftrage sind auch im Zahlenbuch 2 (1996) zu finden.
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5 Das Einmaleins

abzuwandeln, so dass sie einem bequem wird. Zudem wird die Faktorenzerlegung zu
einem spontanen Reflex: ,,Was ist 56?" ,,Aha, 7-8 oder auch 14 - 4 usw."

Als Ausblick sei noch angefiigt, dass die Mal-Landschaft zwanglos auch auf negative
Faktoren ausgedehnt werden kann. Macht man dies konsequent, so ergibt sich eine
gestufte Sattelfliche (parabolisches Hyperboloid mit der Gleichung x-y = z) in der
sofort in die Augen springt, dass ,Minus mal Minus" sicher “Plus" ergeben muss.
Hier im Anschluss wird der Werbetext fiir die Mal-Landschaft wiedergegeben, welchen
ich im Jahr 2004 fur den Walti Bram Verlag geschrieben habe.

Werbetext fiir die Mal-Landschaft (Walti Bram Verlag)
(Peter Gallin, 1.1.2004)

Das Material

Die Mal-Landschaft besteht aus 81 Holzquadern mit je einer Grundflache von
3cm x 3cm und den Héhen von 0.6cm bis 48.6cm, welche den Resultaten aller
Einmaleins-Rechnungen von 11 bis 9-9 entsprechen. Eine Grundplatte mit Rand
erlaubt es, die Holzquader schon ausgerichtet aufzustellen. Dabei entstehen 9
parallel nebeneinander stehende Treppen, welche den sogenannten Einmaleins-
Reihen entsprechen. Von selbst ergeben sich nochmals 9 Treppen die senkrecht
zu den ersten 9 Treppen verlaufen. So entsteht die Mal-Landschaft, in der ver-
schiedenartige Bewegungen mdglich sind, die alle dem autonomen Lernen und
flexiblen Handhaben des Einmaleins in der zweiten und dritten Primarschulklasse
dienen. Die Holzquader kénnen in zwei mitgelieferten Kartonbehdltern tibersicht-
lich eingerdumt und zusammen mit der Grundplatte in einem Kunststoffkoffer
verpackt werden. Einige Aufgaben und Auftrage zur Mal-Landschaft finden sich
im Lehrmittel ,,ich du wir 1 2 3* des Lehrmittelverlags des Kantons Zirich.

Die Lernziele

- Das Multiplizieren zweier einstelliger Zahlen soll zu einer selbstverstandlichen
Tatigkeit werden, die nie Selbstzweck bleibt, sondern zum Kldren von bestimm-
ten Fragestellungen und zum Entdecken von GesetzmaRBigkeiten notwendig ist.

- Durch das Nebeneinanderstehen der Einmaleins-Reihen sollen die Beziige der
Multiplikationsergebnisse und ihren Faktoren kreuz und quer erkennbar werden.
Von der eindimensionalen Beschrankung auf eine bestimmte Reihe wird zu einer
zweidimensionalen Beweglichkeit in der Mal-Landschaft aufgestiegen.

- Die Holzquader sind nicht angeschrieben und bieten deshalb neben dem Be-
rechnen eines Produktes vor allem die Gelegenheit das héher stehende Faktori-
sieren, d.h. das Bestimmen der Faktoren bei gegebenem Produkt, zu tben.

- In Partner- oder Gruppenspielen kénnen schlieBlich auch Schnelligkeitstests im
Faktorisieren durchgeftihrt werden.

- Die Beschrankung auf die einstelligen Operanden von 1 bis 9 ruft von selbst
nach einer gedanklichen Erweiterung der Landschaft, was nichts anderes bedeu-
tet, als das Erzeugen einer mathematischen Vorstellung, die bis zum Multiplizie-
ren von negativen Zahlen reichen kann.

- Aufstellen und Abrdumen der Holzquader stellen zwei besondere Tatigkeiten
dar, die systematisches Vorgehen und Durchhaltevermégen schulen.
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6-.Termumformungen

Anforderungen beim Arbeiten mit der Mal-Landschaft
* Motorisches Geschick

e Systematisches Vorgehen

e genaues Abmessen, visuell oder manuell
e gutes Vergleichen

e die Fahigkeit Zahlen zerlegen zu kénnen
e Teamfahigkeit

e Vorstellungsvermoégen

e Kopfrechnen

e Zdhlkompetenzen

e Ausdauer

e Kreativitat

e Aufmerksamkeit

AbschlieBend sei betont, dass das Vorhandensein einer konkreten Mal-Landschaft kei-
ne zwingende Notwendigkeit fiir das Einleben in die Welt des Einmaleins darstellt. Alle
Auftrage konnen auch rein mit der gedanklichen Vorstellungskraft bearbeitet werden.
Besonders wenn die betrachteten Zahlenfolgen liber den Rand der Mal-Landschaft
hinausgehen, wird die abstrakte Vorstellung gefordert und aktiviert. Egal ob mit oder
ohne konkrete Realisierung gearbeitet wird, entscheidend ist, dass der spielerische Um-
gang mit den verschiedenen Mal-Rechnungen und der persdnliche Bezug zu den einen
oder anderen von ihnen im Vordergrund stehen. So wird das berlihmte Zitat von Schil-
ler: ,Der Mensch spielt nur, wo er in voller Bedeutung des Wortes Mensch ist, und er
ist nur da ganz Mensch, wo er spielt”(Schiller, 1795) zu einem Motto fiir das Lernen
des Einmaleins.

6 Termumformungen

Das Thema , Termumformungen” weckt vielfach Erinnerungen an den gymnasialen
Mathematikunterricht und stoRt auf spontane Ablehnung. Oft wird gedacht, das sei
kein Thema fir die Grundschule. Dieses Vorurteil soll hier genauer angegangen wer-
den, und es soll gezeigt werden, dass Termumformungen ein wunderbares Instrument
des Dialogischen Mathematikunterrichts sind. Dieses Element der mathematischen
Fachsprache kann tatsachlich in den Dienst einer entspannten, spielerischen und ra-
schen Kommunikation im Unterricht verwendet werden. Dabei muss vorausgeschickt
werden, dass Termumformungen in jedem Mathematikunterricht der Grundschule be-
reits heute schon verwendet werden, allerdings ohne sie als solche zu bezeichnen: Die
Schreibweise 2 -3 = 6 ist eine Termumformung. In diesem Zusammenhang ist es auch
fur die Kinder wichtig zu lernen, dass das Gleichheitszeichen ,in beide Richtungen”
gelesen werden kann: 6 ist also auch 2-3, so wie 2-3 auch 6 ist. So wird denn auch
vom ,, Gesicht" einer Zahl gesprochen??: Die Sechs hat viele Gesichter, z. B. ,2-3" oder
.12/2", aber auch 6" selbst. Die Schreibweise ,,6" ist einfach das Sonntagsgesicht
der Zahl Sechs.

22 Aus: ,Ich DuWir45 6", Seite 37 f und Abb. 14.
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6 Termumformungen

Im Rahmen der Lehrbiicher ,,Ich Du Wir 1 2 3" und , Ich Du Wir 4 5 6" wird das
Thema Termumformungen schon frith angegangen und konsequent verfolgt. Es be-
ginnt im ersten Buch in der ersten Klasse bei der Einfihrung des Gleichheitszeichens
auf den Seiten 23 und 24. Kernidee des Gleichheitszeichens ist der gerechte Tausch
von gleichwertigen Waren. Ab der Seite 146, nach der Thematisierung des Einmaleins
und der Lieblingsrechnungen, mit deren Hilfe man unangenehmere Rechnungen auf
angenehmere zurlckfiihren kann, drangt sich eine langere Schreibweise fiir Multipli-
kationsaufgaben auf, beispielsweise bei der Rechnung 7-8 = (8-8) - 4 — 4 = 56. Die
Kinder werden im Auftrag ,Rund um Resultate” aufgefordert, zu einer vorgegebenen
Zahl moglichst viele Rechnungen mit dieser Zahl als Resultat zu suchen. Das Beispiel
auf Seite 148 zeigt, wie die Zweitkldsslerin Regula 24 Rechnungen mit Plus und Mi-
nus zusammenstellt, welche alle das Resultat 6 haben. Damit schreibt sie Termumfor-
mungen hin, ohne dass sie hier schon als solche benannt werden, was aber durchaus
moglich ware. Wir zeigen hier die drei Seiten 148, 149 und 150 aus , Ich Du Wir 1 2
3" (Abb. 13), welche zwar von Termumformungen handeln, vorerst aber nur die No-
tationsweise von Kettenrechnungen im Fokus haben. Auf Seite 150 passiert Regula ein
Schreibfehler, der hdufig — sogar noch bei Gymnasiasten — anzutreffen ist: Sie deutet
das Gleichheitszeichen als gerichtetes Signal®, welches von einer Aufgabe zu einer
Lésung fihrt und schreibt:

5+5=1 +20 =40

Die Lehrerin greift das Problem auf und weist sanft darauf hin, dass man in der
Mathematik diese Aufgabe-Ergebnis-Deutung des Gleichheitszeichens nicht
verwendet. Sie zeigt ihr, wie man die gleiche Rechnung korrekt notiert:

5+5=10; 10+10=20; 20+20=40

Rund um Resultate
Regula hat in der Plus-Landschaft mit der 6 gespielt. . , S—
Sie W'OIIIQERWI;“"' beiid 4 e . Kennst du eine Zahl,
wie viele Rechnungen es gibt, bei denen 6 das Resultat ist. die Resultat von vielen verschiedenen Mal-Rechnungen is:?

i ?
Hat sie alle gefunden? Schreibe alle Rechnungen, die dir einfallen, ins Reisetagebuch.

Suche in der Mal-Tabelle Resultate, die héufig vorkommen.
Schreibe alle Mal-Rechnungen zum gleichen Resultat untereinander.
Du darfst die Mal-Tabelle auch erweitern.

Regula hat
24 Rechnungen gefunden,
bei denen das Resultat

immer 6 ist e T e
Md g O
q K Nimm das Resultat,
S ¥ ]
2. f 2-;»1{»71’ /]*7:6 2zu dem du am meisten Rechnungen gefunden hast.
i Zu diesem Resultat gibt es noch viel mehr Rechnungen!
4.,.0-6 1t 1+l 1+]+76 Mach es so wie Regula mit der Sechs.
5 i é 7——1‘»6 9‘ =10 Erfinde zu deinem Resultat
-6 ein paar lange Rechnungen mit Mal und Geteilt.

6 9’ 1=
g:;:j‘f/(:é //0/“1‘7’1*7:6

Zu jedem Resultat gibt es unendlich viele Rechnungen.

37. 7 IC“/ habe 3 * !(“ fabe Aus lauter einfachen Mal-Rechnungen
2+ 4_4 10-3-1-6 ir\m der kann man eine lange Kette bauen:
T+ 516 10-1~ 3¢ 2chteten 3.4=12, 12-5=60, 60-2=120.

1 4 6 10-5+1=6 Mit jeder Mal-Rechnung steigt man
7+ KN A= 2 T+1=0 zu einem néchsten Zwischenresultat auf.
/"+’T A4+ ‘é =6 10—4-2+2+2=6 Wenn dir das Zwischenresultat zu gross wird,

2 0_ ']0/ 5.1+ (g A A kannst du es mit einer Geteilt-Rechnung wieder verkleinern.

/, U 4 =5 2 010 7»7_7,71]“ Wenn du zum Beispiel von 120 auf 5 absteigen willst,
1U-2-2 ;679_75__1 194 % musst du 120 durch 24 teilen.

Du kannst auch auf 6 oder auf 8 absteigen.
Auf 7 kommst du nicht direkt,
7 da musst du einen Umweg wahlen.
Gibt es auch Resultate, I N
die du so gut kennst wie Regula? Kettenrechnungen kannst du Schritt fiir Schritt

100 Resultate findes& du in unserer Plus-Tabelle. ausrechnen und aufschreiben.

100 Resultate in der Mal-Tabelle. Am besten machst du nach jeder Rechnung ein Komma,
Zu welchen Resultaten fallen dir Rechnungen ein? damit man gut sieht, wo die alte Rechnung aufhért
Fang mit den kleinen Zahlen an. und die neue Rechnung anfangt.

Mit den kleinen Zahlen . Man macht das bei allen Rechnungen so,

kann man auch grosse Rechnungen meistern. weil sonst das Gleichheitszeichen nicht mehr stimmt.
S NSNS e e Sl (B | st s

23 Winter, H. (1982): mathematica didactica 5(4), 185-211.
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5+5=40.
Auch Regula weiss,

dass das falsch ist.
Trotzdem kann man

es in ihrem Reisetagebuch
so nachlesen,

Auch bei Kettenrechnungen
muss links und rechts

vom Gleichheitszeichen
immer gleich viel stehen
Darum muss man nach
jedem Zwischenresultat
eine neue Rechnung
aufschreiben.

Die Lehrerin macht es
Regula vor.

Das Zeichen = darfst du nur schreiben,

wenn links und rechts genau gleich viel steht.

Schau einmal nach in deinen alten Reisetagebiichern:
Hast du das Gleichheitszeichen immer richtig gesetzt?
Auch bei den Plus-Rechnungen?

Regula hat es in der ersten Klasse noch falsch gemacht.

164,
5.5210+10=20+20-40)
3*‘2:64-6:’72»(12:24_

P 1111-26+18-5%|

5+¢5=10 0+ 10=20 20*2%40}

3436 6re=12 12492221
14727 242=T 4+4=8

Wer das Land der Mathematik entdecken will,
darf sich nicht hetzen lassen.

Trotzdem ist es manchmal wichtig,

dass man das Resultat einer Rechnung

ganz schnell zur Hand hat.

Hast du dir auch schon iiberlegt,

wie es bei dir am schnellsten und am bequemsten geht?
Und hast du schon einmal nachgefragt,

wie es die andern machen?

Du kannst ja einmal ausprobieren,

wie es am schnellsten geht:

mit den Fingern abzahlen,

in derTabelle nachschauen

oder im Kopf rechnen.

Abb. 13: Seiten 148, 149 und 150 aus , Ich Du Wir 12 3*

Im ersten Band von , Ich Du Wir 4 5 6" werden im Zusammenhang mit gréReren Zah-
len die Termumformungen explizit eingefiihrt. Die entsprechenden Seiten 38, 39 und
44 sind hier ebenfalls abgebildet (Abb. 14).

Statt Gesicht sagen die Mathematiker tibrigens Term.

Einen Term baut man aus Zahlen,

Operationszeichen und Klammern auf.

Und wenn zwei Terme den gleichen Wert haben,

darfst du ein Gleichheitszeichen dazwischen setzen.

Terme helfen dir,

lange Rechenwege kurz und iibersichtlich aufzuschreiben.
Den ersten Rechenweg, den wir soeben neu entdeckt haben,
kannst du mit Termen so aufschreiben:

3123 =3-3-41=9-41=(10-1)-41 =

10-41 - 1-41 =410 - 41 = 369.

Unser zweiter Rechenweg sieht so aus: 3-123 = 3-3-41 =
9:41=9:(40 +1 -40 + 9-1=360 + 9 = 369.

Es leuchtet dir sicher ein,

warum wir um 10 - 1 eine Klammer gelegt haben.

Die Klammer bedeutet,

dass wir 10 - 1 wie eine einzige Zahl behandeln miissen.
Esist also eine Art Schutzklammer,

welche die 1eng an die 10 bindet.

Sie sagt uns, dass wir nicht nur die 1, sondern auch

die 10 mit der 41 iplizi miissen.
Ahnlich ist es beim eingeklammerten 40 + 1.

Wiirde man die Klammer weglassen und 9-40 +1 schreiben,
wire das Resultat 361 und nicht 369.

Bereits bei einer einfachen Rechnung wie 9 + 8 = [J

gibt es viel aufzuschreiben,

wenn man wirklich alles sagt, was man beim Rechnen denkt.
Hatte Giordano gewusst, wie nitzlich Terme sind,

hitte er seinen Rechenweg kiirzer

und erst noch praziser aufschreiben kénnen.

Schon Erstkldssler

beschreiten manchmal lange  Z(J @ 5‘*‘ Neme lcl') von Ckhl

e e -
ot e iﬁ ‘c?e’,‘,‘ﬂa“ﬁdwd‘;g (mg;g*
HaBe Ich 0.

Dann rechne ich:
A S

Es gibt ziemlich viel aufzuschreiben, wenn man alles sagen will,
was man sich bei einem langen Rechenweg denkt.

Auch du musstest wahrscheinlich ziemlich lange

nach Wértern suchen, um genau aufzuschreiben,

auf welche Arten du die Aufgabe 3-123 = O gerechnet hast.
Jetzt weisst du, wie es einfacher geht.

Schreibe mit Hilfe von Termen einen Rechenweg auf,
den du zur Aufgabe 3-123 =0
bereits gefunden hast.

Giordano hat nur den zweiten Teil seines Rechenwegs
mit Termen aufgeschrieben.

Was hat er sich vorher alles tiberlegt?

Schreibe seinen Rechenweg von A bis Z auf.

Starte mit 9 + 8 und achte darauf,

dass lauter gleichwertige Terme folgen,

bis du die Zahl 17 erreichst.

L. Lése ein paar Rechenaufgaben
auf moglichst langen Rechenwegen::
Schreibe alle gleichwertigen Terme in einer langen Kette auf.
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Wie viele dreistellige Zahlen
kann man aus den Ziffern 6, 7, 8 und 9 basteln?

Terme spielen in der Mathematik eine wichtige Rolle.

Oft schreibt man lange Ketten von gleichwertigen Termen auf.
Jeder Term zeigt ein anderes Gesicht vom immer gleichem Wert.
Um herauszufinden,

welches Gesicht man im Moment am besten gebrauchen kann,
muss man sich die vielen Gesichter der Reihe nach anschauen.
Versuch es doch auch einmal.

Du kannst ja zum Beispiel alle Rechenwege,

die dich zum Resultat 369 gefiihrt haben,

in einer Tabelle iibersichtlich darstellen

und miteinander vergleichen.

Das sieht dann beinahe aus wie eine kleine Landkarte:

eine Landkarte vieler Rechenwege,

die alle zum gleichen Ziel fiihren.

3123 = 3-(120 + 3) = 3:120+ 3:3 = 3:12:10 + 9 = 36:10 + 9 = 360 + 9 = 369
3123 = 3-3-41 = 9:41 = (10— 1)-41 = 10-41- 1-41 = 410 - 41 = 369

3123 = 3:3-41 = 9:41 = 9-(40 + 1) = 9-40 + 9:1 = 360 + 9 = 369

3123 = 3-(100 + 20 + 3) = 3-100 + 3-20 + 3-3 = 300 + 60 + 9 = 369

Bisher hast du dich vielleicht nur fiir das Resultat interessiert.
Das Resultat ist das Sonntagsgesicht einer Rechnung.
Hier kann man sich ausruhen.
Man freut sich dariiber,
dass man nach einem anstrengenden Rechenweg
endlich bei einem so makellosen Gebilde wie 369 landet.
Aber warum sollen wir uns nur
iiber dieses herausgeputzte Sonntagsgesicht freuen?
Sieht der Term 9-41 nicht auch ganz hubsch aus?
Er steht gleichberechtigt neben 369.
Darum darfst du auch ein Gleichheitszeichen
zwischen die beiden Terme setzen: 369 = 9-41.
Beide Terme sind Gesichter von Dreihundertneunundsechzig:
Sie zeigen diesen Wert bloss auf verschiedene Weise an.
44 Zwei Terme, die du so mit einem Gleichheitszeichen verbindest,

Abb. 14: Seiten 38, 39 und 44 aus ,,Ich Du Wir4 5 6"

Diese letzten paar Seiten konnen vorzugsweise bereits in der dritten Klasse besprochen
werden. Die zugehorigen Auftrdge machen den Kindern besonderen SpaB. Man
erkennt, woflr die Termumformungen in der Grundschule dienlich sind: Es geht um
eine einfache Notation von individuellen Rechenwegen. Das kommt besonders jenen
Schilerinnen und Schillern entgegen, die sich schwer tun damit, ihre Gedanken aufs
Papier zu bringen. Da ja der generelle Auftrag im Dialogischen Lernen stets heilt

»Schreibe auf, was du denkst und wie du vorgegangen bist",

sind diese Schulerinnen und Schiler besonders gefordert und nehmen das Mittel der
Termumformung als Gelegenheit wahr, ohne Worte trotzdem sagen zu kdnnen, wie sie
vorgegangen sind. Damit wird ihre sprachlich-denkerische Fahigkeit indirekt geschult. Im
Auftrag ,Rechenwege aufschreiben” (siehe Abb. 14), wird anhand eines Rechenwegs
des Erstkldsslers Giordano?* zum ersten Mal bewusst dieses Mittel eingesetzt. Anstatt
mihsam in einem Text auszudriicken, dass Giordano bei der Aufgabe 9 + 8 = ? von der
9 zuerst 5 wegnimmt und dann von der 8 auch 5 wegnimmt und so 10 erhélt, zu der
er nur noch 4 und 3 addieren muss, kann jetzt sein individueller Zehnerlibergang, der
die ,Kraft der 5" ausniitzt, folgendermaBen geschrieben werden:

9+8=(9-5+5)+8-5+5)=9-5)+5+8-5)+5=4+5+3+5=10+4+3=17

Es gibt selbstverstandlich auch andere Moglichkeiten der Notation. Man ist ja in der
moderneren Mathematikdidaktik bestrebt, den Kindern individuelle Wege zur Losung
gestellter Aufgaben zuzugestehen. Ein Ausdruck daftr ist auch das sogenannte
~halbschriftliche Rechnen”, welches beispielsweise im Zahlenbuch 3 (Schweizer

24 Aus: ,Ich DuWir 12 3", Seite 126.
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Ausgabe, 1997) vorgestellt wird. Dabei werden gewisse Zwischenresultate oder
Teilrechnungen, welche man durch Kopfrechnen ermittelt oder sich zurechtgelegt hat,
unter die gestellte Aufgabe geschrieben (siehe Abb. 15). Daraus werden zum Teil schon
fast Ratsel generiert, deren Entschliisselungen an sich spannende Aufgaben flr den
Leser wdren. Wenn nun aber im Dialogischen Mathematikunterricht die Lehrperson
in der Regel sdmtliche Journaleintrdge der Kinder sichten sollte, stellen solche Ratsel
eine unnotige Erschwerung ihrer Arbeit dar. Es gilt also abzuwdgen, was paddagogisch
wichtiger ist: Die Lektlre der Journale oder die individuelle Freiheit einer privaten
Schreibweise. Solange das halbschriftiche Rechnen ein Mittel bleibt, individuelle
Uberlegungen zu einer nicht ganz im Kopf lésbaren Aufgabe im Privaten zu notieren,
ist nichts dagegen einzuwenden. Sobald es aber um eine reibungslose Kommunikation
geht, sollte — genauso wie im Sprachunterricht — eine Form bevorzugt werden, bei
welcher der Leser nicht vor Probleme gestellt wird. So zeigt sich, dass das halbschriftliche
Rechnen didaktisch gut gemeint ist, jedoch kommunikativ Schwierigkeiten bereitet.
Die halbschriftlichen Notizen der Kinder sind bei komplexeren Féllen schwer lesbar
und die Notationstechnik an sich im weiteren Verlauf der Mathematik — aufRer fiir den
privaten Einsatz — unbrauchbar. Warum sollten die Kinder nicht friih eine Schreibweise
kennenlernen, mit der sie erstens ihre individuellen Wege vollig frei beschreiten kénnen,
zweitens ihren Lernpartnern und Lehrpersonen das Leben nicht unnétig schwer machen
und drittens auch noch SpaB dabei empfinden?

Florian rechnet: Lisa rechnet: Christian rechnet:
347+256=500+90+13= s 347 +256=547+56=597 +6 = 347 +256 =603
300+200 Hunderter plus Hunderter Hunderter dazu 350+ 253
40+ 50 Zehner plus Zehner Zehner dazu 400 + 203
7+ 6 Einer plus Einer Einer dazu

Abb. 15: Aus dem Zahlenbuch 3, Seite 37

Mit Termumformungen geschrieben, kénnten die Rechnungen von Florian, Lisa und
Christian? aus dem Zahlenbuch beispielsweise so aussehen:

Florian: 347 +256=3004+40+7+200+50+6=3004+200+40+50+7 +6 =
500+90+13 =590 + 13 =590 + 10 + 3 = 603

Lisa: 347 + 256 =347 + 200 + 56 =547 + 56 =547 + 50 + 6 =
597 + 6 = 603

Christian: 347 + 256 = 347 + 3 + 256 — 3 = 350 + 253 =350 + 50 + 253 - 50 =
400 + 203 = 603

Schwieriger wird es bei Subtraktionen, die als Beispiele im Zahlenbuch aufgefiihrt sind.

25 Nebenbei bemerkt: Vermutlich hat es diese Kinder nie gegeben!
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6 Termumformungen

Sandra rechnet: 265-127=100+40-2=138
200-100 Hunderter minus Hunderter
60- 20 Zehner minus Zehner
5- 7 Einer minus Einer

Melanie ergénzt nach oben: Pascal erganzt nach unten:
265-127=3+130+5=138 265-127=65+70+3=138

130 200

260 130

265 127

Abb. 16: Aus dem Zahlenbuch 3, Seite 40

Vielleicht wédren solche Vorlagen geeignet fiir Auftrdge, bei denen die Kinder beide
Schreibweisen einander gegenuberstellen und Umwandlungen selbst generieren. Es
ist eine spannende Aufgabe, die Beispiele aus Abbildung 16 in Termumformungen
Uberzufiihren. Dabei gibt es immer mehrere M&glichkeiten. Hier ein Vorschlag:

Sandra: 265-127=200+60+5-100-20-7=200-100+60-20+5-7=
100+40+5-5-2=100+40-2=138

Melanie: 265 -127 =(127 +3+130+5)-127=3+130+5=138

Pascal: 265 -127 =200 + 65 -127 =200-127 +65 =130+ 70-127 + 65 =
130-127+70+65=3+70+65=138

Ein anspruchsvolles Beispiel soll hier die Tragweite des halbschriftlichen Verfahrens und
seiner Beziehung zu Termumformungen aufzeigen: In einer Publikation von Sybille
Schiitte wird eine Notiz der Drittkldsslerin Cecilia zur Aufgabe 35 - 19 =? abgebildet (siehe
Abb. 17). Offenbar hat Cecilia hier eine brillante Leistung vollbracht. Nattrlich hatte
sie sich nicht die Aufgabe gestellt, jemanden tber ihr Vorgehen bei der Multiplikation
35-19 =7 genauins Bild zu setzen, sondern sie wollte einfach nur das Resultat herstellen
und hat ihre personlichen Notizen stehen lassen. Sie kannte also weder das Verfahren
des halbschriftlichen Rechnens noch dasjenige der Termumformung. Trotzdem kénnen
ihre Andeutungen als Herausforderung verstanden werden, genau nachzuvollziehen,
was sie gedacht hat. Ich habe versucht, ihre knappen Hinweise in eine regulére
Termumformung umzuwandeln. In einfacheren Féllen wéren das schone Auftrage fur
die Kinder, insbesondere auch, weil jeweils nicht nur eine Antwort zwingend richtig ist.
Mit Termumformungen erhdlt somit die unverbindliche Technik des halbschriftlichen
Rechnens eine Fortflhrung, die viel Kreativitdt und Spannung erzeugt.
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(30+5) - 19
30-1945-19
30- (10 4+9) +5- (10 +9)
300 4 30 -9 4 50 + 45
300 430 - (3 + 6) + 50 + 45
300 + (90 4 180) + 50 + 45
300 4 270 4 50 4 45
300 + 200 + 70 + 50 + 45
500 + 65 + 5 + 50 + 45
500 + 65 + 50 + 5+ 45
500 + 65 + 50 + 50
500 + 65 4 100
500 + 100 + 65
600 + 65
665

25« ’[j’réég
Mo
XN 500
2o

b 700

Abb. 17: Cecilias halbschriftliches Verfahren und der Versuch einer Umschrift in eine
Termumformung

Eine Passage aus , Ich Du Wir4 5 6" (Seite 46) begriindet fur die Kinder direkt, weshalb
das Spiel mit Termumformungen sinnvoll ist: Wenn du mit Termen spielen kannst,
verlieren komplizierte Rechnungen ihren Schrecken. Du bewegst dich im unendlichen

Raum der Zahlen wie ein Fisch im Wasser. Du kannst entscheiden, ob du ein Ziel

auf dem direkten Weg ganz schnell ansteuern willst oder ob es interessanter ist, das
Resultat so lang wie méglich hinauszuzégern, um die Landschaft rund herum in allen
Einzelheiten zu erkunden. Die Kollegin Ursula Duss hat fiir ihre Drittkldssler folgende
Ergdnzungen verfasst:

Mathematik wird dann spannend, wenn man sich mit einer Rechnung oder einem
mathematischen Problem lange, ausgiebig, aber auch spielerisch beschaftigt.
Schnell das Resultat einer Rechnung zu haben, ist praktisch. Spannender ist es
aber eigentlich, wenn man sich so richtig schon Zeit lasst ein Resultat herauszufin-
den. ... Mit der Termumformung kann man das Ergebnis herrlich heraus zégern.
Der Weg wird lang, spannend und die Rechnung wird dabei immer einfacher.

Hier ein Beispiel:

567+ 45 =560+7+45=560+7+40+5=560+40+7+5 =
600+5+7=600+5+5+2=600+10+2=600+12 =612

Hast du gemerkt, was genau von einem Term zum néchsten passiert ist? Schreibe!
In den kleinen Schritten liegt das Spannende.

Versuche dasselbe mit der nachfolgenden Rechnung zu machen!

Wer findet wohl den weitesten Weg? 477 + 56 = ...

Suche solche Rechnungen im Mathematikbuch und 16se sie mit Termumfor-
mungen. Selbstverstandlich darfst du dir auch eigene Aufgaben stellen. An der
Wandtafel findest du auch noch ein paar Beispiele.

Im Unterricht von Ursula Duss sind zahlreiche Beispiele entstanden, die belegen, dass
die Kinder der dritten Klasse durchaus in der Lage sind, ihre individuellen Rechenwege
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mit Termumformungen zu notieren (Produktion) und auch Termumformungen von

Mitschiilerinnen und Mitschilern zu lesen und zu beurteilen (Rezeption).

Hier ein Autograph, das zeigt, wie weite Wege sicher ans Ziel fiihren:
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Abb. 18: Die Kinder sollen auch Stellung nehmen zum Wert von Termumformungen
In einem anderen Beispiel geschieht Cécile ein Fehler bei ihrer Termumformung:

Cécile schreibt: 676 — 498 = 600 + 74 — 498 = 600 + 74 — 400 — 98 =
600+4+70-400-90-8=200+4+70-90-8 =
200+4+20-8=..

Da in der Klasse eine gute kooperative Atmosphdre herrscht, ist es moglich auch Fehler
zu thematisieren, ohne deren Urheber anzuprangern. So wird aus einem Fehler in
Céciles Termumformung ein neuer Auftrag fir die ganze Klasse. Der Auftrag lautet:
Schau dir Céciles Termumformung genau an! Was ist ihr passiert? Schreibe alles auf,
was dir aufféllt. Versuche die Rechnung zu I6sen. Und dies sind Antworten von zwei
Kindern:
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D
-
) -

Abb. 20: Eine zweite, einflihlsame Antwort

Gerade Céciles Beispielaufgabe 674 -498="7? bietet sich an, nach eleganteren
Losungswegen zu suchen, indem beispielsweise der Subtrahend 500 einbezogen
wird. Das konnte ein neuer Auftrag zum Notieren von Rechenwegen mittels
Termumformungen an die ganze Klasse sein.

Die scheinbar engen Grenzen und klaren Regeln der Termumformungen moégen im
Vergleich mit dem ganz freien halbschriftlichen Verfahren den Eindruck erwecken,
dass man damit die Kreativitdit der Kinder einschrénkt. Die gezeigten Beispiele
widerlegen diese Vermutung. Im Gegenteil: Das System scheint die Kreativitdt erst
recht anzukurbeln, denn es gibt immer wieder Kinder, welche in diesem Spiel die Sache
auf die Spitze treiben. Ein Beispiel dafiir stammt von Drittklasslerin Noemi aus dem
Unterricht von Ursula Duss:
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Abb. 21: Noemi Ubertreibt das Spiel mit Schalk und Freude

Bereits Goethe hat sich mit dem Problem der Kreativitdt im Rahmen enger Regeln
auseinandergesetzt. Sein Sonett , Natur und Kunst”, dessen letzte beiden Zeilen be-
sonders berlihmt geworden sind, thematisiert die Freiheit, welche erst durch das Gesetz
ermdglicht werde. Goethe hétte sich wohl kaum getrdumt, dass sein Gedicht zu einem
Pladoyer fir Termumformungen herangezogen wird.

Natur und Kunst 2°

Natur und Kunst, sie scheinen sich zu fliehen
Und haben sich, eh man es denkt, gefunden;
Der Widerwille ist auch mir verschwunden,

Und beide scheinen gleich mich anzuziehen.

Es gilt wohl nur ein redliches Bemuihen!

Und wenn wir erst in abgemeBnen Stunden
Mit Geist und FleiR uns an die Kunst gebunden,
Mag frei Natur im Herzen wieder glithen.

So ist’s mit aller Bildung auch beschaffen:
Vergebens werden ungebundne Geister
Nach der Vollendung reiner Hohe streben.

Wer GroBes will, mul® sich zusammenraffen;
In der Beschrdnkung zeigt sich erst der Meister,
Und das Gesetz nur kann uns Freiheit geben.

J.W. Goethe, 1802

26 http://lyrik.no-ip.org/mediawiki/index.php/Sonett_(Goethe)
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